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1．通過領域の例

【例題】　 tが実数全体を動くとき、xy平面上の直線 l : y = 2tx− t2 + 1が通過する領域を図示
せよ。

(1) t = 0, 1, 1
2
, 2, −1, −2のときの直線 lを，描け．

�

�

�

�
解 答
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(2) lが点 (2, 4)を通過するような実数 tは存在するか？　理由をつけて答えよ．また、lが点 (0, 2)

を通過するような実数 tは存在するか？
�

�

�

�
解 答

lが点 (2, 4)を通過するのは、

4 = 4t− t2 + 1

となるときであり、

t2 − 4t− 3 = 0

t = 2±
√
7

よって、lが点 (2, 4)を通過することはある。

lが点 (0, 2)を通過するのは、

2 = −t2 + 1

となるときであり、

t2 = −1

このような実数 tは存在しない。

よって、lが点 (0, 2)を通過することはない。

(3) tが実数全体を動くときに，直線 lが通過する領域を求め，図示せよ．
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�

�

�

�
解 答

l :y = 2tx− t2 + 1

⇐⇒ y = −(t− x)2 + x2 + 1 · · · 1©©

ここで、

C : y = x2 + 1 · · · 2©©
とおく。
C と lの共有点の x座標は、 1©− 2©より

0 = −(t− x)2

∴ x = t (重解)

よって、この点で C と lは接する。
tを実数全体で動かすと (動く様子のパラパラ

漫画は次ページ)、lの通過領域は次の図の斜線
部になる。(境界を含む)

−3 −2 −1 0 1 2 3 4

1

2

3

4

5

6

x

y

C



河合塾／東大京大医進館 夏期　 sow 第 1講補充プリント～解答 3

～例題の (3)のパラパラ漫画～ 図の放物線は C : y = x2 + 1、太線は l : y = 2tx− t2 + 1。C

と lは x = tの点で接している。(•は接点)

-4.000t =

-2.333t =

-0.667t =

1.000t =

2.667t =

-3.667t =

-2.000t =

-0.333t =

1.333t =

3.000t =

-3.333t =

-1.667t =

0.000t =

1.667t =

3.333t =

-3.000t =

-1.333t =

0.333t =

2.000t =

3.667t =

-2.667t =

-1.000t =

0.667t =

2.333t =

4.000t =
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(4) tが−1 � t � 1を満たして動くときに，直線 lが通過する領域を求め，図示せよ．
�

�

�

�
解 答

−1 � t � 1の範囲で tを動かすと、lが x = tの点で C と接しながら動くので (動く様子のパラ
パラ漫画は次ページ)、lの通過領域は次の図の斜線部になる。(境界を含む) 、その通過領域は、
次の図の斜線部となる。(境界を含む)

−3 −2 −1 0 1 2 3 4

1

2

3

4

5

6

x

y

C

y = 2x
y = −2x
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～例題の (4)のパラパラ漫画～ 図の放物線はC : y = x2 +1、赤い太線は l : y = 2tx− t2 +1。
C と lは x = tの点で接している。(•は接点)

-1.000t =

-0.583t =

-0.167t =

0.250t =

0.667t =

-0.917t =

-0.500t =

-0.083t =

0.333t =

0.750t =

-0.833t =

-0.417t =

0.000t =

0.417t =

0.833t =

-0.750t =

-0.333t =

0.083t =

0.500t =

0.917t =

-0.667t =

-0.250t =

0.167t =

0.583t =

1.000t =
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4.包絡線を使ってみよう
問 1. (名大 (改))

tが 0 � t � 4の範囲を動くとき、

直線 l : y = t
2
x− t2

4
＋ 2

の通過領域を求め、図示せよ。
�

�

�

�
解 答

l :y = t
2
x− t2

4
＋ 2

⇐⇒ y = − 1
4
(t2 − 2xt) + 2

⇐⇒ y = − 1
4
(t− x)2 + 1

4
x2 + 2 · · · 1©©

ここで、

C : y = 1
4
x2 + 2 · · · 2©©

とおく。
C と lの共有点の x座標は、 1©− 2©より

0 = − 1
4
(t− x)2

∴ x = t (重解)

よって、この点で C と lは接する。
tを 0 � t � 4で動かすと (動く様子のパラパラ
漫画は次ページ)、lの通過領域は次の図の斜線部
になる。(境界を含む)
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～問 1のパラパラ漫画～
図の放物線は C : y = 1

4
x2 + 2、赤い太線は l : y = 2tx− 1

4
t2 + 2。

C と lは x = tの点で接している。(•は接点)

0.000t =

0.833t =

1.667t =

2.500t =

3.333t =

0.167t =

1.000t =

1.833t =

2.667t =

3.500t =

0.333t =

1.167t =

2.000t =

2.833t =

3.667t =

0.500t =

1.333t =

2.167t =

3.000t =

3.833t =

0.667t =

1.500t =

2.333t =

3.167t =

4.000t =
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問 2.

直線 l : y = 2tx+ t2 − 1について、0 � t � 1のとき、lの通過領域を図示せよ．
�

�

�

�
解 答

l :y = 2tx+ t2 − 1

⇐⇒ y = (t+ x)2 − x2 − 1 · · · 1©©
ここで、

C : y = −x2 − 1 · · · 2©©
とおく。
C と lの共有点の x座標は、 1©− 2©より

0 = (t+ x)2

∴ x = −t (重解)

よって、この点で C と lは接する。
tを 0 � t � 1で動かすと (動く様子のパラパラ
漫画は次ページ)、lの通過領域は次の図の斜線部
になる。(境界を含む)

O

C

−1

−1

−2

y = 2x

y = −1

x

y
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～問 2のパラパラ漫画～
図の放物線は C : y = −x2 − 1、赤い太線は l : y = 2tx+ t2 − 1。
C と lは x = −tの点で接している。(•は接点)

0.000t =

0.208t =

0.417t =

0.625t =

0.833t =

0.042t =

0.250t =

0.458t =

0.667t =

0.875t =

0.083t =

0.292t =

0.500t =

0.708t =

0.917t =

0.125t =

0.333t =

0.542t =

0.750t =

0.958t =

0.167t =

0.375t =

0.583t =

0.792t =

1.000t =
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【応用】 (京大)

2次方程式 x2 − ax+ b = 0が区間−1 � x � 1に少なくとも 1つの実数解をもつような、実数 a、b

の条件を ab平面に図示せよ。

～まずは普通の解答～ (こういう問題は数学 Iで
必ずやっているはずだ。)
�

�

�

�
解 答

f(x) = x2 − ax+ b

とする。

f(x) =
(
x− a

2

)2 − 1
4
a2 + b

放物線 y = f(x)の軸は、

x = a
2

f(x) = 0が区間−1 � x � 1に少なくとも 1つ
の実数解をもつのは、放物線 y = f(x)が x軸の
−1 � x � 1の部分と少なくとも 1つの共有点を
もつときであるから、次のようになる。

(i) −1 � a
2

� 1 ⇐⇒ −2 � a � 2のとき。

−1 1

軸 軸軸

y = f(x)

x

y

D = a2 − 4b � 0 · · · 1©©

「f(−1) � 0または f(1) � 0」
· · · 2©©

となればよい。( 2© については、図の赤丸 •
を見よ)

1© ⇐⇒ b � 1
4
a2

2© ⇐⇒ 1 + a+ b � 0または 1− a+ b � 0

⇐⇒ b � −a− 1または b � a− 1

(注．よって、 1©と 2©を満たす (a, b)全体は、
次の図の斜線部になる。

2−2

1

−3

b = 1
4
a2 b = a− 1

b = −a− 1

−1

a

b

)

(ii) a < −2または a > 2のとき。

−1 1

軸軸

y = f(x)

x

y
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f(−1)f(−1) � 0 · · · 3©©

となればよい。(f(−1)と f(1)の一方が 0以
上で他方が 0以下と言うこと。図の赤丸 • を
見よ)

3© ⇐⇒ (1 + a+ b)(1− a+ b) � 0

(注． 3© を満たす (a, b)全体は、aの場合分けの
範囲を考えなければ次の図の斜線部になる。

1

−3

b = a− 1

b = −a− 1

2−2

−1

a

b

)

以上より、(a, b)の存在する領域は、次の図の斜
線部。(境界含む)

1

−3

b = 1
4
a2

b = a− 1

b = −a− 1

2−2

−1

a

b

�

～実験しよう！～
この答の斜線部の図形的な意味を考えてみよう。
すると「包絡線」が見えてくる。(^^)v

x2 − ax+ b = 0 · · · 4©©

が x = −1を解にもつ条件は

1 + a+ b = 0

つまり

b = −a− 1

これを ab平面に図示すると直線になる。(次図)

b = −a− 1

a

b

4© が x = − 1
2
を解にもつ条件は

1
4
+ 1

2
a+ b = 0

つまり

b = − 1
2
a− 1

4

これを ab平面に図示すると直線になる。(次図)

b = − 1
2
a− 1

4

b = −a− 1

a

b
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4© が x = 0を解にもつ条件は

b = 0

これを ab平面に図示すると直線になる。(次図)

a

b = − 1
2
a− 1

4

b = −a− 1

b = 0

b

4© が x = 1を解にもつ条件は

1− a+ b = 0

つまり、

b = a− 1

これを ab平面に図示すると直線になる。(次図)

a

b = − 1
2
a− 1

4

b = −a− 1

b = a− 1

b = 0

b

このように、ab平面で 4© が表す図形は直線で
あり、パラメーター x (ab平面で図形を考えるの
で、a、b以外の変数 xがパラメーターになる！)を
−1 � x � 1で変化させるときの、直線 4© の通過
領域 が、求めるものになる。
以上のことを踏まえ、別解を作ろう。

�

�

�

�
別 解

x2 − ax+ b = 0

⇐⇒
(
x− a

2

)2 − 1
4
a2 + b = 0 · · · 5©©

これは、ab平面で直線を表す (∵ aと bの一次方
程式)。それを lとする。
ここで ab平面の曲線 C を

C : − 1
4
a2 + b = 0 · · · 6©©

とおく。
C と lの共有点の a座標は、 5©− 6©より

(
x− a

2

)2
= 0

∴ a = 2x (重解)

よって、この点で C と lは接する。
xを−1 � 1の範囲で動かすと、(動く様子のパラ
パラ漫画は次ページ)、lの通過領域はp.11

�

�

�

�
解 答

の図の斜線部になる。(境界を含む)
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～【応用】(京大)
�

�

�

�
別 解 のパラパラ漫画～

図の放物線はC : − 1
4
a2+ b = 0 ⇐⇒ b = 1

4
a2、赤い太線は l : x2−ax+ b = 0 ⇐⇒ b = xa−x2。

座標軸は a軸。C と lは a = 2xの点で接している。(•は接点)

-1.000x =

-0.583x =

-0.167x =

0.250x =

0.667x =

-0.917x =

-0.500x =

-0.083x =

0.333x =

0.750x =

-0.833x =

-0.417x =

0.000x =

0.417x =

0.833x =

-0.750x =

-0.333x =

0.083x =

0.500x =

0.917x =

-0.667x =

-0.250x =

0.167x =

0.583x =

1.000x =

おしまい！


